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1. Vektoren und Kinematik

Ubung 1.1: Freie Bewegung

Drei Teilchen bewegen sich ohne &uflere Kréafte mit den folgenden Geschwindigkeiten:

2 1 a
vi=|3 |ms?t, vo=]|0 |ms?!', vg=| b | ms!
0 1 0
AuBlerdem gilt: (vy 4+ va) - v = 7m?s™2 und (vq X va) - vz = —2m3s73.

Berechnen Sie ¢ und b.

Losung von Ubung 1.1

3
Vi + Vg = 3 = <V1+V2)'V3:3a+3b
1
3x1—-0x0 3
VixXve=] 0x1-2x1 |[=] =2 = (Vi1 XvVg)-vy3=3a—2b
2x0-3x1 -3
Daraus ergeben sich die beiden Gleichungen:
3a+3b=7 9 8
3@_%:_2} = b—g und a—ﬁ

ﬂbung 1.2: Vektorprodukt Identitaten
A, B und C sind Vektoren. Beweisen Sie die folgenden Identitéten.

A-BxC) = C-(AxB)
Ax(BxC) = (A-C)B—-(A-B)C.

Losung von ["J'bung 1.2



Methode 1

Zunachst definiert man die Komponenten der Vektoren wie folgt:

ap bl &
A = Qo s B = b2 und C = Cy
as b3 C3

Anschlieend berechnet man die beiden Kreuzprodukte:

b203 — bgCQ agbg — agbg
BxC= b361 — b163 und A xB= Clgbl — (llbg
blcQ — b2C1 a1b2 — agbl

Nun sieht man, dass die beiden Spatprodukte

A - (B X C) = a1 (b203 — b302) + ag(bgcl — blcg) + a3(b1€2 - bgcl)
C- (A X B) = Cl(agbg — a3b2) + CQ(CLgbl — albg) -+ 03(a11)2 — agbl)

aquivalent sind.

Um die zweite Identitat zu beweisen, nutzen man das bereits bekannte Ergebnis fiir B x C.

Cbg(blcg — bQCl) — ag(b301 — blcg)
A x (B X C) = a3(6203 — 6302) — al(blcg — bQCl)
aq (bgCl — bng) — GQ(bQC:), — bgCQ)

Weiterhin gilt:

b
(A . C)B = (GlCl “+ agco + GgCg) bg
bs
&1
(A . B)C = (a1b1 + a2b2 + CL3b3) (6))

C3

Subtrahiert man diese beiden Vektoren voneinander, so stimmt das Ergebnis mit dem bereits
bekannten A x (B x C) iiberein.

(A . C)B — (A . B)C = a1Cq + (15185 + a303>b2 — ((llbl —|— a2b2 + agbg)CQ
a1 + a9Co + agcg)bg — (albl + agbg + a353)03

= Ax(BxC).

(a101 —+ agcy + a303>b1 — (albl + a2b2 + agbg)cl
(
(

Methode 2

Definitionen:
Levi-Civita symbol:

+1 wenn (4,7, k) ist (1,2,
Cijk = —1 wenn <i7j7 k) ist ( ,3,2),
0 wenni=j,j=koder k=1



Kronecker delta:

{O wenn ¢ # j
61’]’:

1 wenn ¢ =3

Einstein Summenkonvention:
Die i-te Komponente des Vektors A wird durch A; bezeichnet. Wenn derselbe Index zweimal

im gleichen Term vorkommt, wird tiber alle moglichen Werte fiir ihn summiert.
3
Aij = Z Asz
i=1

Einfache Identitaten:
Wir wissen:

€ijk€ilm — 5jk5km - 5jm5kz
(A X B)Z = EijkAjBk
A-B = AB;§; = AB;

Losung des Problems:

A - (B X C) = Al (B X C)Z = AiﬁijkBjCk = Ck (ekiinBj)
= C(AxB),=C-(AxB)

und

Ax (BxC), = €jxA;(BxC), = €A eumBiCy
= EkiijlmAjBlCm = (5i15jm - 5im5jl) AjBlCm
= A,C,B,—ABC,=(A-C)B;,— (A-B)C;
= (A-O)B—(A-B)O),

Ubung 1.3: Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Die Position eines Teilchens wird durch die folgende Gleichung beschrieben.
r = xbsin(wt) + y bcos(wt)

In dieser Gleichung sind x und y konstante Vektoren. Sie sind orthogonal (x -y = 0) und
normiert (x-x =y -y = 1). Die beiden Gréfien b und w sind ebenfalls konstant.

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit v und Beschleunigung a.

b) Skizzieren Sie den Weg der Teilchen in der Ebene, die durch x und y aufgespannten wird.
Zeichnen Sie die Vektoren r, v und a bei einer beliebigen Stelle auf diesem Pfad ein.

¢) Um welche Art von Bewegung handelt es sich? Welche Eigenschaft dieser Bewegung
charakterisieren b und w.

Losung von ﬂ'bung 1.3



a) Man berechnet die Geschwindigkeit und die Beschleunigung aus den Ableitungen von r:

v = I =xbwcos(wt)—ybwsin(wt)

a = v=1i=—xbw’sin(wt) — ybw? cos(wt).

Nun ermittelt man das Skalarprodukt von v and a. Unter den Bedingungen x-x =y-y =1
und x -y = 0 ergibt sich

v-a = —x-x(b’wsin(wt)cos(wt)) +y - y(b*wsin(wt)cos(wt))

= —(b*w’sin(wt)cos(wt) — b*w’sin(wt)cos(wt)) = 0.

Die Geschwindigkeit ist also senkrecht zur Beschleunigung.

¢) Das Teilchen bewegt sich auf einer Kreisbahn mit konstanter Geschwindigkeit.
Die Grofle b bezeichnet den Radius des Kreises:

r-r=x-xb’(sin(wt))’ +y-yb* (cos(wt))? = b*((sin(wt))? + (cos(wt))?) = b?
Das Produkt bw ist die Geschwindigkeit des Teilchens (d.h. w ist die Winkelgeschwindigkeit):

v - v = b2w?(((cos(wt))? + (sin(wt))?) = b?w?



