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10. Lagrange-Formalismus

Übung 10.1: Pendel an Federn

Eine Punktmasse m1 ist wie in die Abbildung durch zwei Federn an zwei Wänden befestigt.

Die Ruhelänge der Federn entspricht gerade dem Fall, dass m1 sich in der Mitte zwischen den
Wänden befindet. Beide Federn haben die gleiche Federkonstante k, d. h. die Rückstellkraft
ist dem Betrage nach |F | = k|x|. Die Punktmasse m1 darf sich nur waagerecht (entlang der
x-Achse) bewegen. Es ist eine weitere Punktmasse m2 mit einem masselosen Stab der Länge
l an m1 befestigt. Die zweite Punktmasse kann in der x − z-Ebene unter dem Einfluss der
homogenen Schwerkraft FG = −m2gêz schwingen. Der Auslenkungswinkel des Pendels ist ϕ.
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.sind. Die Perle wird sich langfristig immer nach außen bewe-

gen, wenn nicht gerade ρ+ = 0 gilt.
Die Zwangskraft lautet

Z = λ∇ f = 2mρ̇ωêϕ. (6.228)

Dies ist die Kraft, welche die Perle auf dem Stab hält und
entspricht nicht der Zentrifugalkraft. Da sich die Perle frei
in radialer Richtung bewegen kann, wird die Zentrifugalkraft
durch keine Zwangskraft kompensiert.
Die Energiegleichung (6.36) führt wegen V = 0 auf

dT
dt
= −λ∂ f

∂t
= 2mρρ̇ϕ̇ω = 2mρρ̇ω2. (6.229)

Die Energie nimmt daher stark zu, wenn sich die Perle radial
nach außen bewegt.

2. Die Lagrange-Funktion lautet wegen V = 0 in Zylinderko-
ordinaten

L = T =
m
2

�
ρ̇2 + ρ2ω2

�
. (6.230)

Es gibt nur einen Freiheitsgrad und mit ρ nur eine verallge-
meinerte Koordinate. Die Bewegungsgleichung kann direkt
hingeschrieben werden:

mρ̈ = mρω2. (6.231)

Dies entspricht bereits (6.226) aus dem ersten Aufgabenteil.
Die Lösung der Bewegungsgleichung muss selbstverständ-
lich nicht wiederholt werden.
Wie sieht es aber mit der Energieerhaltung im Formalis-
mus der Lagrange-Gleichungen zweiter Art aus? Hier soll
an (6.102) erinnert werden. Da die Zwangsbedingung f =
ϕ − ωt = 0 nicht skleronom ist,

∂ f
∂t
= −ω � 0, (6.232)

entspricht die Hamilton-Funktion nicht der Energie. Dennoch
ist die Hamilton-Funktion (6.102) eine Erhaltungsgröße, da
die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit t abhängt.
Wir haben im ersten Aufgabenteil schon gesehen, dass die
Energie nicht erhalten wird, da die Zwangskraft Arbeit am
System leistet.

6.2 •• Pendel an Federn Eine Punktmasse m1 ist wie in
Abbildung 6.10 durch zwei Federn an zwei Wänden befestigt.
Die Ruhelänge der Federn entspricht gerade dem Fall, dass m1

sich in der Mitte zwischen den Wänden befindet. Beide Federn
haben die gleiche Federkonstante k, d. h. die Rückstellkraft ist
dem Betrage nach |F| = k|x|. Die Punktmasse m1 darf sich nur
waagerecht (entlang der x-Achse) bewegen. Es ist eine weitere
Punktmasse m2 mit einem masselosen Stab der Länge l an m1

befestigt. Die zweite Punktmasse kann in der x-z-Ebene unter
dem Einfluss der homogenen Schwerkraft FG = −m2gêz schwin-
gen. Der Auslenkungswinkel des Pendels ist ϕ.
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Abbildung 6.10 Die Massen m1 und m2 sind durch einen Stab der Länge
l verbunden. Während m1 über zwei Federn mit Federkostanten k an
den Wänden befestigt ist, kann m2 an m1 unter dem Einfluss der Gra-
vitationskraft FG schwingen.

1. Wählen Sie geeignete verallgemeinerte Koordinaten und stel-
len Sie die Lagrange-Funktion auf.

2. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab.
3. Nehmen Sie nun an, dass der Auslenkungswinkel ϕ klein ist.

Zeigen Sie, dass sich beide Bewegungsgleichungen jeweils
in der Form

aq̈ + bq = f (q�, q̇�, q̈�) (6.233)

schreiben lassen. Hier sind a und b konstante Koeffizienten,
q ist die eine und q� die andere verallgemeinerte Koordinate.
Beide Bewegungsgleichungen beschreiben eine getriebene
Schwingung. Dies wird in Kapitel 7 genauer diskutiert.

Hinweis:

Resultat:

ausführliche Lösung:

1. Wir wählen die Koordinaten so, dass die Punktmasse m1 im
Gleichgewicht x = 0 und z = 0 erfüllt. Die y-Koordinate
spielt hier keine Rolle. Es gibt mit x und ϕ zwei Freiheits-
grade. Die Koordinaten der beiden Punktmassen lauten

x1 =

�
x
0

�
, x2 =

�
x + lsin ϕ
−lcos ϕ

�
. (6.234)

Daraus ergeben sich die Geschwindigkeiten

ẋ1 =

�
ẋ
0

�
, ẋ2 =

�
ẋ + lϕ̇cos ϕ

lϕ̇sin ϕ

�
. (6.235)

Die kinetische Energie lautet

T =
m1

2
ẋ2 +

m2

2

�
ẋ2 + l2ϕ̇2 + 2lẋϕ̇cos ϕ

�
. (6.236)

Die Auslenkung x der ersten Punktmasse hängt mit der in
den Federn gespeicherten potentiellen Enregie zusammen:

V1 =
k
2

x2 +
k
2

x2 = kx2. (6.237)

Theoretische Physik

Die Massen m1 und m2 sind durch einen Stab der Länge l verbunden. Während
m1 über zwei Federn mit Federkostanten k an den Wänden befestigt ist, kann
m2 an m1 unter dem Einfluss der Gravitationskraft FG schwingen.

a) Wählen Sie geeignete verallgemeinerte Koordinaten und stellen Sie die Lagrange-Funktion
auf.

b) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab.

c) Nehmen Sie nun an, dass der Auslenkungswinkel ϕ klein ist. Zeigen Sie, dass sich beide
Bewegungsgleichungen jeweils in der Form

aq̈ + bq = f(q′, q̇′, q̈′)

schreiben lassen. Hier sind a und b konstante Koeffizienten, q ist die eine und q′ die andere
verallgemeinerte Koordinate. Beide Bewegungsgleichungen beschreiben eine getriebene
Schwingung.
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Übung 10.2: Bewegungsgleichungen in Kugelkoordinaten aus dem Lagrange-Formalismus

a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen einer Punktmasse in Kugelkoordinaten auf. Nutzen
Sie dazu den Lagrange-Formalismus. Das Potenzial soll dabei eine allgemeine Funktion
V (r, θ, φ) sein.

b) Eine Punktmasse bewege sich in einem radialsymmetrischen Potenzial V (r). Allerd-
ings ist ihre Bewegung durch eine Zwangsbedingung nur auf einer Kegeloberfläche mit
Öffnungswinkel θ = θ0 möglich. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen für dieses Problem
auf. Zeigen Sie, dass die Radialgleichung in der Form

mr̈ = −∂Veff

∂r

geschrieben werden kann. Wie lautet das effektive Potenzial Veff?

c) Überlegen Sie sich den Fall,dass die Zwangsbedingung nicht zu einer Bewegung auf einem
Kegel führt, sondern zu einer Bewegung auf einer Ebene mit φ = φ0. Stellen Sie die
Bewegungsgleichungen auf und lösen Sie sie für die kräftefreie Bewegung in der Form r(θ).
Welche Gestalt hat die resultierende Bahnkurve? (Diese letzte Frage lässt sich auch direkt
durch Nachdenken beantworten.)

Übung 10.3: Pendel mit variabler Fadenlänge

Stellen Sie sich zunächst eine sphärisches Pendel vor (diese Art von Pendel wird im Skript

http://www.physik.uni-muenchen.de/lehre/vorlesungen/sose 13/T1/mechanikskript.pdf
ausführlich vorgestellt.
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verallgemeinerten Koordinaten werden noch eine wichtige Rolle
spielen.

Bewegung auf Kugeloberfläche

Für die Bewegung auf einer Kugeloberfläche mit Radius R
lauten die drei kartesischen Koordinaten einer Punktmasse

x1 = Rsin ϑcos ϕ, x2 = Rsin ϑsin ϕ, x3 = Rcos ϑ.
(6.9)

Da R konstant ist, gilt xi = xi(ϑ,ϕ), und die beiden unabhän-
gigen Parameter können als q1 = ϑ ∈ [0, π) und q2 = ϕ ∈
[0, 2π) repräsentiert werden. Offensichtlich werden q1 und
q2 nicht durch die Zwangsbedingung beeinflusst. Sie eignen
sich daher als generalisierte Koordinaten für das Problem.

�

Achtung: Man spricht hier von verallgemeinerten Koordina-
ten, da die q j nicht auf kartesische Koordinaten beschränkt sein
müssen. So kann es sich bei den q j beispielsweise um Winkel
handeln. In der Regel lassen sich die generalisierten Koordinaten
nicht zu Vektoren wie xi zusammenfassen. Es wird stattdessen
bevorzugt, die 3N − r generalisierten Koordinaten als skalare
Größen zu behandeln.

Das sphärische Pendel

Anhand des sphärischen Pendels lässt sich die Problematik der
Zwangsbedingungen und Zwangskräfte sowie eines Lösungsver-
fahrens anschaulich darstellen. Beim sphärischen Pendel handelt
es sich um eine Punktmasse m, die sich unter dem Einfluss der
Schwerkraft FG = mg = −mgê3 auf der Oberfläche einer Kugel
mit Radius R bewegt (siehe Abbildung 6.2). Man kann sich bei-
spielsweise vorstellen, dass die Punktmasse an einem masselo-
sen Faden der Länge R befestigt ist. Der Ursprung O liege im
Mittelpunkt der Kugel, daher lautet die holonome Zwangsbe-
dingung

f (x(t)) = x2(t) − R2 = 0. (6.10)

Hier wurde berücksichtigt, dass die Bahnkurve x(t) eine Funk-
tion der Zeit ist. Da die Zeitabhängigkeit nur implizit über die
Bahnkurve x(t) in (6.10) eingeht, handelt es sich um eine skle-
ronome Zwangsbedingung. Eine rheonome Zwangsbedingung
läge beispielsweise vor, wenn der Kugelradius selbst eine Funk-
tion der Zeit wäre, also R = R(t). Dies wird in Aufgabe 6.4
aufgegriffen.

Im Folgenden schreiben wir die Zeitabhängigkeiten nicht mehr
explizit an. Die ersten beiden Zeitableitungen der Zwangsbedin-
gung lauten

ḟ (x) = 2x · ẋ = 0, f̈ (x) = 2ẋ2 + 2x · ẍ = 0. (6.11)

�e3

R

F G = −mg�e3

O

Abbildung 6.2 Das sphärische Pendel kann man sich als eine Punkt-
masse vorstellen, die zu einem Aufhängepunkt (Ursprung O) den kon-
stanten Abstand R besitzt. Das Pendel kann unter dem Einfluss der
Schwerkraft schwingen.

Da die Zwangsbedingungen zu allen Zeiten gelten, erfüllen die
Anfangsbedingungen

x2
0 − R2 = 0, x0 · v0 = 0, (6.12)

wobei v = ẋ die Geschwindigkeit ist. Wir wissen, dass die Bewe-
gung einer freien Punktmasse durch drei Differenzialgleichun-
gen zweiter Ordnung beschrieben wird, deren vollständige Inte-
gration sechs Parameter (z. B. in Form von Anfangsbedingun-
gen) benötigt. Wegen (6.12) bleiben davon allerdings nur vier
unabhängige übrig.

?
Überlegen Sie sich anhand von (6.12), dass die Anfangsge-
schwindigkeit v0 tangential zur Kugeloberfläche verläuft.

Offensichtlich steht die Zwangsbedingung (6.10) im Wider-
spruch zur Lösung der Newton’schen Bewegungsgleichung einer
Punktmasse im Schwerefeld,

x(t) =
1
2

gt2 + v0t + x0. (6.13)

Wir müssen daher eine Zwangskraft Z einführen, um die
Bewegungsgleichung mit der Zwangsbedingung kompatibel zu
machen; wir schreiben

mẍ = mg + Z. (6.14)

Diese Zwangskraft kann nur von dem Faden auf die Punktmasse
ausgeübt werden und muss entlang des Fadens wirken. Da wir
allerdings noch nicht wissen, welchen Betrag die Zwangskraft
hat, notieren wir

Z = 2λx. (6.15)

Man nennt den Proportionalitätsfaktor λ einen Lagrange-
Multiplikator. Der Grund für den zusätzlichen Faktor 2 wird

Theoretische Physik

Das sphärische Pendel kann man sich als eine Punktmasse vorstellen, die zu
einem Aufhängepunkt (Ursprung O) den konstanten Abstand R besitzt. Das
Pendel kann unter dem Einfluss der Schwerkraft schwingen.

Nun sei die Fadenlänge nicht mehr konstant (wie in der Abbildung dargestellt), sondern sie ist
durch die Funktion R = R(t) vorgegeben und somit zeitabhängig.

a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion in Kugelkoordinaten. Nutzen Sie dazu die Ergeb-
nisse aus der vorangegangenen Aufgabe.
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Geben Sie die Bewegungsgleichungen an. Was ist beim Aufstellen der Bewegungsgleichun-
gen zu beachten (denken Sie dabei an die Anzahl der Freiheitsgrade)?
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